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SOLUCION

Pregunta 1. (4 ptos. C/u) Calcule la derivada para cada una de
las siguientes funciones:

a) arcsen(% arctan(:);)) b) tari(fisj?;(x)
Solucién:
2 cetan(e))) = ! 2\ 1
) < (W . ))> \/1 - (% arctan(x))2<ﬂ>(1+x2>
2

(1 + 22) /72 — darctan®(z)

b) (tan(xQ) tan%x))

1 + sen(x)

<sec2(x2) (2z) tan?(x) + tan(z?) 2 tan(z) secz(x)> (1 + sen(z))
—tan(z?) tan?(z) cos(z)

(1+ Sen(x))2

Pregunta 2. Considere la curva cuyas coordenadas satisfacen la
ecuacién 3 + 3 = 6y
dy
a) (2 ptos.) Calcule 7, bara los puntos (z,y) de la curva
x

b) (2 ptos.) Halle los puntos pertenecientes a la curva para los
cuales la recta tangente es vertical



c) (2 ptos.) Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva
en el punto (a,b)

Solucion: Derivando implicitamente la ecuacién dada, se tiene
que

327 + 3y° jy 6<y+ ji)

de donde se despeja
dy x> -2y

de 22— 92

La recta tangente a la curva es vertical en aquellos puntos para los

cuales
dx 1
— =——=0
dy dy
dx

por lo que debemos hallar los puntos pertenecientes a la curva tales
que 2z — y? = 0. Resolviendo el sistema,

v’ +y’ = 6bxy 30,3 3
{2x—y220 — P16 =0 = yE{O,\/16}
se tiene que los puntos deseados son (0, 0) ( / 3,2 / 3) ya que el

valor de x se calcula a partir del valor de y reemplazando en la
relacion x = y2/ 2.

Si el punto (a, b) no es ninguno de los puntos donde la recta tangente
es vertical entonces la pendiente de la recta tangente viene dada por

dy a? —2b

2 — 2y B

(a,b)

Asi, la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto (a,b) es

2x — y?

yZ%(x—a)—kb , 81 (a,b) #(0,0) y <5/3 24/3>

i—a s (a,6) = (0,0) o (a,b) = (275, 2%)



r—3

Pregunta 3. (4 ptos.) Halle las asintotas de la funcién g(z) = TT
x J—

Solucién: El dominio de la funcién es (—oo, —3) U (3, 00). Estu-
diando la funcién hacia los extremos de su dominio, se tiene que:

Tz —3

-3 1-3
m 2 = lm —L  — fm v _ 4

T——00 m T——00 m T——oo 1— (3/1')2
e

por lo que la recta y = —1 es asintota horizontal de la funcién ¢

para r — —oQ;

, r—3 , —(3—1x)
lIlm —— = Ilim
e=-3" /22 =9  a=-3" /(3 —z)(—x — 3)

, —(\/S—x)2 ., —V3—z
= lim = lim ——— = —©
=3~ (3 —z)(yV=r —3) a3 /—x—3
por lo que la recta x = —3 es asintota vertical de la funcién g;
, r—3 (\/x—3)2 . VvV —3
lim = = lim =0

——— = lim =
z—3+ /12 — 0 z—3+ \/(x — 3)(]; + 3) z—=3+t /1 + 3
indicando que la funcién g no posee asintota vertical cuando z — 37;

r—3

z—3

1-3
lim ——— = lim —(=X— = lfm E:

T—00 \/m T—00 m T—00 3 2
v —7 1— (3/2)

por lo que la recta y = 1 es asintota horizontal de la funcién g para
x — 00.

18(x — 1)
2

Pregunta 4. Dada la funcién f(x) = , halle:

a) (2 ptos) f'(z) y f"(z)
b) (2 ptos.) Intervalos de monotonia

c) (2 ptos.) Intervalos de concavidad



d) (3 ptos.) Sabiendo que lim f(z) =0, HIgl f(z) = —o0,
Tr—r—00 x—0—
lim f(z) = —oc0 y lim f(z) =0, haga un bosquejo del
z—0t T—00

grafico de la funcién

e) (3 ptos.) Puntos criticos, valores extremos y puntos de inflexién
Solucién: Derivando se obtiene

-2 (B2 (2)-)

y derivando nuevamente

Frla) =362 — (ﬁ) (z—3)

4

La funcién f es continua en todo su dominio, que es R\ {0}, por
ser algebraica explicita. Luego, como

fl) >0 2€(0,2) v fl(r)<0&xe(—00,0)U(2,00)
entonces:
» f es creciente en (0, 2]
» f es decreciente en (—00,0) y en [2, 00)
Por otra parte,
f"(r) >0 2€(3,00) v f'(z)<0&z€e(—00,0)U(0,3)
entonces:
» f es céncava hacia arriba en [3, 00)

» f es céncava hacia abajo en (—00,0) y en (0, 3]

Usando la informacién dada sobre el comportamiento asintético
de la funcién y notando que las distintas combinaciones de mono-
tonfa y concavidad ocurren en los intervalos (—o0, 0), (0,2), (2,3) y
(3,00), a continuacién se muestra un bosquejo su grafico.



(2,9%)
flz) = ——— (3,4)

Finalmente,
= El tinico punto critico ocurre en x = 2, el cual es estacionario;
= f(2) =9/ es el tinico valor extremo y es un méximo global;

= El punto (3, f(3)) = (3,4) el tnico punto de inflexién del
grafico.

Pregunta 5. (5 ptos.) Halle las dimensiones del rectangulo con ma-
yor &rea inscrito entre los ejes de coordenadas y la recta
4y 4+ 3z — 12 = 0.

Solucion: La region delimitada por los ejes coordenados y la rec-
ta 4y + 3z — 12 = 0 es un tridngulo rectangulo cuyo dngulo recto
estd ubicado en el origen y sus otros vértices son (0,3) y (4,0).

Estudiemos primero el caso en el cual uno de los vértices del rec-
tangulo es el vértice del triangulo en donde esta el angulo recto.

Si denotamos la longitud de la base del
rectangulo por b y la de su altura por a,

entonces uno de sus vértices es el origen y el (b,a)

a

opuesto, (b,a), pertenece al segmento de la
recta 4y+3x—12 = 0 que esta contenida en el 0 RN

primer cuadrante. Asi, 4a+3b—12=0con0<b<4 y 0<a<3.




El drea del rectangulo, que denotaremos por A, se puede expresar
como funciéon de la altura o de la base. Si la expresamos como
funcién de la altura entonces

4
A:A(a):ba:(ll—ga)a con a € (0,3)

Como A'(a) = —% a+4, el tnico punto critico (que es estacionario)
ocurre en a = 3/2. Ademas, como A”(a) = —8/3 < 0, estamos en

presencia de un maximo global. Luego, b =4 — (%) (%) =2.

Por otra parte, si hubiésemos expresado el area como funcién de la
base entonces

3
A—A(b)—ba—b(?)—zlb) con b € (0,4)
Como A'(b) = —2 b+ 3, el tinico punto critico (que es estacionario)
ocurre en b = 2. Ademds, como A”(b) = —3/2 < 0, estamos en

presencia de un maximo global. Luego, a = 3 — (2)(2) = 3/,

De cualquier forma, las dimensiones del rectangulo inscrito en el
triangulo indicado y con uno de sus vértices en el origen para las
cuales su area es la mayor posible son: 2 para su base y 3/9 para su
altura.

Estudiemos ahora el caso en el cual uno de los lados del rectangulo
yace sobre la hipotenusa del tridngulo rectangulo.

Denotemos por d el valor de la abs- (367120 48+9c)

25 7 25

cisa del vértice del rectangulo cuya

ordenada vale cero y por c el valor de

36+16d 48—12d
25 7 25

la ordenada del vertice del rectangu-
lo cuya abscisa vale cero. Luego, las 0

coordenadas de los otros dos vértices del rectangulo vienen dados

por las intersecciones de las rectas y = %x +cey= %(z —d) con

la recta 4y + 3z — 12 = 0. Notemos que ¢ y d cumplen la relacion
4c = 3d pues el segmento que une los puntos (0,¢) y (d,0) es para-

lelo a la hipotenusa del triangulo rectangulo.



La base y la altura del rectangulo miden

) D 3 4
Sa=2 S4—d) ==(3-
Sd=ce oy tA-d)=:(-0

respectivamente, con 0 < d <4 y 0<c<3.

El area del rectangulo, expresado como funcion de la coordenada d
viene dado por

3
A:A(d)zzd(él—d) con d € (0,4)
Como A'(d) = 3(4 — 2d), el tnico punto critico (que es estaciona-
rio) ocurre en d = 2. Ademés, como A”(d) = —3/2 < 0, estamos en
presencia de un maximo global. Luego, ¢ = (%) (2) =3/

Por otra parte, si hubiésemos expresado el area como funcion de la
coordenada ¢ entonces
4

A(c):§c(3—c) con ¢ € (0,3)
Como A'(c) = 3(3—2¢), el tnico punto critico (que es estacionario)
ocurre en ¢ = 3/9. Ademas, como A”(c) = —8/3 < 0, estamos en

presencia de un maximo global. Luego, d = (%) (%) = 2.

De cualquier forma, las dimensiones del rectangulo inscrito en el
triangulo indicado y con uno de sus lados sobre la hipotenusa para
las cuales su drea es la mayor posible son: 5/9 para su base y 6/5
para su altura.

Las dos soluciones producen rectangulos con la misma area; note-

mos que (2) (%) = (g) (g) por lo cual, en ambos casos el area vale 2.

3
3
/,\\/\/ /,
0 2 N

La relacién entre las dos soluciones se puede afianzar en el hecho
que los dos rectangulos en la ilustracién anterior tienen la misma
area.



